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Produit Scalaire et Convolution Séance 2

Formule du Jour : Le Convolution Numérique.

Soit x(n) deduréen T [0, Nx-1] et h(n) deduréenT [0, Np-1].

x(n) OENEN x-1,
h(n) OEnNn£EN h-1

x(n) et h(n) sont nuls hors de leur intervalle de définition.
La convolution apériodique (ou linéaire) de x(n) avec h(n) est une produit scalaire
entre x(n) et h(n) pour chaque position entre 0 et Nx+Nh-2.

N yx+Np-2 N yx+Np-2
x(n) * h(n) = <h, x(-n)>= & h(m)-x(n-m) = a4 h(n-m)-x(m)
m=0 m=0

Lataille delarésultat est de Ny + N —1 échantillons.
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Produit Scalaire de deux signaux

Signaux Discréts :

1) soit x(n) et y(n) deux signaux réel pour n T [0, N-1]

L e produit scalaire de x(n) et y(n) est :

N-1
<x(n), y(n)> = a x(n) y(n)
n=0
2) soit x(n) et y(n) deux signaux complexes pour n T [0, N-1]

c.-a-d. x(n) =x¢(n) +] xi(n) , y(n) =yr(n) +] yi(n)

No-l No-l
<x(n), y(nN)> = a x(n) y*(n) = a (x¢(n) +j xi(n)) (yr(n) —j yi(n))
n=0 n=0
No-l
= ao(Xr(n)yr(n) + Xi(n)yi(n)) +j (xi(n) yr(n) —xr(n) yi(n))
n=

Pour deux signaux continus:

1) Le produit scalaire de deux signaux réel x(t) et y(t) defini pour t1£t£t 2

t2

<x(t), y(t)> = tOX(t) y(t) dt
1

2) Le produit scalaire de deux signaux complexe x(t) et y(t) appartenant a L2(t1, t2)
est

to to
<X(t), y(t)> = t(‘)X(t) y*(t) dt = t(‘) (xr(t) +J xi(t)) (yr(t) — ] yi(t)) dt
1 1
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Produit Scalaire et Convolution Séance 2
t2
= t(‘) [ xr(t) yr(t) + Xi(t) yi(t) ] +j [xi(®yr(t) —xr(t)yi()] dt
1

Lanorme d’un signal est || x(t) ||2 = <x(t), x(t)>

L e produit scalaire possede la symétrie hermitienne

<x(1), y(©)> = <y(1), x(t)>*

Signaux Orthogonales

Cas Discret :

Deux signaux, x(n), y(n) sont orthogonales sur I'intervalle [n1, n2] s leur produit
scalaire est nul :

n2
<x(n), y(n)> = & x(n) y*(n) = 0
n=n1

Cas Continu :

Deux signaux, Xx(t), y(t) sont orthogonales sur I'intervalle [t1, t2] S leur produit
scalaire est nul :

t2
<X(1), y(®)> = ox(t) y*(t) dt= 0
t1

Nota : La spécification de I’ intervalle est importante! !
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Produit Scalaire et Convolution Séance 2
Exemples des Signaux orthogonales :

1) Lessignaux Xn(t) = d(t - nDT) pour n=0,..., N surt1 [0, NDT].

2) Les signaux suivant sont orthogonales sur [0, T].

A X1(0) A X200
1 1
> i >
T t T t
-1 —11 I |
A 30 A Xa)
17 17T
-
> >
T 3T 7 t t
4 4
—17 ! ' -1
3) Les exponentiels complexes : eith = Cog(w t) £] Sin(w t)
L es exponentielles forment une base orthogonale sur [—¥, ¥] :
. . ¥ . b¥ wo=wi
<e]WOt’ gwils - C\) adWol grWit 4 = i
Y t 0 sinon
¥
= O cos(wgt)cos(wit)+sin(wet) sin(wit) + j(sin(wet)cos(wit)—cos(wet)sin(wt)) dt
Y

Soit lessignals x(t), y(t). Un systeme physique, f[], obéis"superposition” si
fAX(t) + Ay(t)] = A f[x(t)] + B fly(1)]

Exemple : Les systémes physique de transmission par onde €l ectro-magnetique
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f(x(v)

X(t) —>1 Transmission[—> f(x(t))

Forme Discreét :

Soit lessignals x(n), y(n). Unsystemef[] est obéi superposition si

fIx(n) +y(n)] = f{x(m)] + fly(n)].
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Laréponse a une impulsion.

Des signaux sont typiquement “disperser” par leur transition au travers un systéme
physique linéaire. Ceci est di au diversités de chemins possible, et au phénomene de
resonance.

Exemple, imaginez les chemins emprunter par un photon en transit d’'une fibre
optique de longueur L.

=
| e~

A cause des reflexions internes I'impul se sera disperser.

av g(®)
—>» Transmission —>
t
t

Un systéme linéaire est modelisé par sa réponse a une impulse, d(t).

d(t) —> * f(t) —> f(t)

Reponse Impulsionnelle:  f(t) = f[d(t)].

Un signal x(t) peut étre considéré comme une suite d'impulse d(t—kDT) pour
DT -> 0.

¥ g
x() = oOx(t) dit—t) dt = A  Lim {x(kDT) d(t-kDT)}
¥ k==¢ DT®O0

La sortie d'un systeme est un superposition des reponses de ces impul ses.
¥

y(t) = f[x(t)] = f[ é. Lim {x(kDT) d(t-kDT)}]
k=¥ DT®O0
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¥
v = fx®] = &  Lim { fix(kDT) d(t—DT)]}
k=—¥ DT®0

mais chague x(kDT) est une constant pour k, donc x(kDT) = f[x(kDT)]

¥
yO=fx® = &  Lim { x(kDT) f[dtKDT)]}
k=—¥ DT®0

par définition: f[d(t=kDT)] = f(t—kDT)

¥

é Lim { x(kDT) f(t—kDT) }

fix(]

¥
OX(t) f(t=t) dt
y;

fx(®]

Lasortie du f[x(t)] est le "convolution" de f(t) avec x(t).
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L e Convolution

Convolution Analalogie

L’éguation gené&rale du convolution est une application du principe de
superposition. |l sagit de somme de reponse impulsionnelle pour |es reponse

¥ ¥
yt) = x(©) * f() = O x(t=t) f()dt = ¢ x(t) f(t=t)dt
Y, ¥

Laconvolution est I’ opération de traitement de signale la plus fondamentale. Elle
indigue que la valeur du signal de sortie a I’instant t est obtenue par la sommation
(intégrale) pondérée des valeurs passées du signale d'excitation x(t). La fonction de
pondération est précisément la réponse impulsionnelle f(t).

Convolution Numérique

Soit deux séquence échantillonnée numérique de durée finie, N et M.
Soit x(n) deduréen T [0, Nx-1] et h(n) deduréenT [0, Np-1].

x(n) OENEN x-1,
h(n) OEnN£EN h-1

L es séquences apériodique sont nuls hors de leur intervalle de définition.

La convolution apériodique de x(n) avec h(n) est une produit scalaire entre x(n) et
h(-n) pour chague position entre 0 et Nx+Nh-2.

N x+Np-2 N x+Np-2
y(n)=x(nN) * h(n) = & x(m)-h(n-m) = a x(n—m)-h(m)
m=0 m=0

Lataille delarésultat est de Ny + N —1 échantillons.
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Demonstration. Le premier valeur non nul est cré pour

n=0: X(m) non-nul pour O£ m£ N x-1,
h(n-m) non-nul pour h(n) -Np+1E M£0
N=Nx+Nph—-1: X(n) non-nul pour O£ n £ N x-1,

h(n-m) non-nul pour h(n) Nx —1£mMEN x+Np-1
ie. (N-Np-1<m<n)
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Séance 2 : Excercices

1) : x(t) = d(ttg) + d(t=t1) et g(t) = e

¥ ¥
yO) = O x(t)gt=t)dt = Q[d(t—tg) +d(t-t1)] e-t1) dt
Y Y

¥
—edt  [d(t—tg) + d(t—t1)] e dit
Y

¥ ¥
—ea{  Qd(t—to) e dt + (a(t-ty)ed dt }
Y Y

= ety + ealtt)

2): soitx(t) = ,(t—to)—,(t—t) et g(t) = et

¥ ¥
y(t)y = O x(t)gt=t)dt = QI ,(t~to)—, (t-t1)] &t dt
¥ —¥
¥
=ed QO ,(t-to)-, (t-tp)] € dt =
Y
t1
= e—at{ Oeatdt} - e—r’ﬂ;{ eato—eatl}
to

3) La fonction triangulaire normalisée (intégrale unité) est définie de la maniére

suivante :
i.l—ltol |to|£1
tri(t) CEE |
t 0 Itol > 1
Vérifier analytiquement et graphiquement larélation tri(t) = rect(t) * rect (t)

Réponse :
¥
rect(t) * rect (t) = ( rect(t) rect(t-t) dt
¥
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[t (=] [ (=, (4] ot

-Il< OO~ K

'|!|< QOO K

= ra(t_;)—Zra(t) + ra(t+%7 = tri(t)

4) Calculer et esguisser graphiquement pour lescastp <ty ettp>ty,le
produit de convolution z(t) = x (t) * y(t) pour le cas suivant :

x(t) = cost) rect(7)
¥
y(t) = A dr(t) Nota: (dr(t)= & d(t—kT))
k=¥

Réponse :

2(t) = A repr{ cos(f) rect()} =A [ cos(}) |

[L(t+9) ()=, (t+9) , (g, (=) , (=) , (=) , (-t +2)]ck
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